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Estimadores de Yule-Walker

» Los estimadores de Yule-Walker también se conocen como el
método de los momentos en el cual los momentos teéricos se
igualan a los momentos empiricos.

» El procedimiento consiste en escribir los coeficientes de un
modelo ARMA en término de las autocorrelaciones que son
conocidas.

» Por ejemplo, si {Y;} ~ ARMA(p, q),

?(B)Y: = 0(B)er

Multiplicamos la ecuacién anterior por Y;_;, j =0,...,p



Estimadores de Yule-Walker

» Ejemplo: Sea Y; un proceso AR(1) definido por:
Yi=¢1Ye1+ 6

donde ¢; ~ RB(0,02). Encuentre el estimador de Yule-Walker
de los paramétros \ = [¢, 0]’
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Estimadores de Yule-Walker
» Supongamos Y; es un proceso AR(p) causal, es decir,
Yi=01Ye1+ ...+ 0pYepte

donde €; ~ RB(0,0?).

> Sea ¢ = (¢1,02,---,9p) vy v = (7(1),7(2), ..., 7(p))"- Se
puede mostrar que,

62 =(0) - ¢'y (1)
» Ademas, sea [, = [v(i — ) f.’le, los estimadores de

Yule-Walker resuelven el sistema
rp¢ =7

o equivalentemente
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» Nota: Se puede usar la funcién de autocorrelacién p(k) en vez
de la funcién de autocorrelacion (k) para simplificar los

calculos.
» Sea p=(p(1),p(2),...,p(p)). Se puede mostrar que,
¢=R"p
Y 2 1
& =~(0)[1 - p'Ry 7l (2)

donde R, = [p(i —J')]?le
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n—k
> YeYeqk

Ak:tzl
A(k) —
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Procedimiento

1. Obtenemos los estimadores de la funcién de autocovarianza

como,
n—k
> YiYirk
(k) — =1
k)= ———
2. Obtenemos los estimadores de Yule-Walker de los paramétros
del modelo, .
p="Tp 4

3. Obtenemos el estimador de o2

6% =(0) - 94



Estimadores de Yule-Walker

> Teorema: Si {X:} es un proceso causal AR(p) y ¢ es el
estimador de Yule Walker de ¢ entonces,

V(¢ — ¢) ~ AN(0,0°T ;")

donde ', es la matriz de varianza covarianza de orden p

definida por [y(i —./')]f?,jzl



Significancia de los parametros

» Para contrastar la hipétesis nula ¢, = 0 frente a la alternativa
de que ¢y # 0 construimos el test-t

A

o

\/ V]

que asintéticamente sigue una distribucién N(0, 1), siendo
V[¢k] = akk/n donde ay, = diag(&zrgl)

t =



Significancia de los parametros

» Para contrastar la hipétesis nula ¢, = 0 frente a la alternativa
de que ¢y # 0 construimos el test-t

A

o

\/ V[k]
que asintéticamente sigue una distribucién N(0, 1), siendo
V[¢k] = akk/n donde ay, = diag(&zrgl)

» La hipétesis se rechaza si,

t =

~

o

| T Aan
yaqen

en donde z;_,/, es el valor critico tal que
P(Z > zlfa/2) =1- 04/2
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Estimacién Minimos Cuadrados Ordinarios

» Un método alternativo para estimar los parametros de un
modelo AR(p) es a partir de un modelo de regresién lineal para
Y: con regresores Yi_1,..., Yi_p Y €rror €.

» Dadas las observaciones Yi,..., Yy el modelo de regresion se
puede escribir de forma compacta en forma matricial,

Yp+1 Yp Yp71 Yp,2 N Y1 ¢1 €p+1
Yp+2 Y1 £ Yp—1 ... Y2 ¢2 €p+2
: = : : : : S B :
Yn Ynv-1 Yn—2 Yn-z ... Ynp Do EN

Y=Xb+7 (3)

con & = (¢17¢27"' 7¢P) y Z= (€P+17€P+2a" . 76N)
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Estimacién Minimos Cuadrados Ordinarios

» El estimador de minimos cuadrados (OLS) estd dado por

é=(XTX)"tXxTy

(X;IX) converge a fp
(X7Y)

» Se puede demostrar que “~y— converge a 4,

» Se puede demostrar que

» Ademais, b.c.c.r, vV N(<f> — @) es asintéticamente eficiente y
normal con media cero y varianza 0%,

»> Por lo tanto, el estimador de minimos cuadrados es
asintoticamente equivalente al estimador de Yule-Walker



Estimacién Minimos Cuadrados Ordinarios

» Teorema: Si {X:} es un proceso causal AR(p) el estimador de
minimos cuadrados ® = (X7 X)"1XTY satisface

d— o2 N,(0,02(XTX)D)

o P
2 542

(Z72) & — dim(X)y 2 =Y — X&

, .
donde o° = N=p




Estimaciéon Minimos Cuadrados Ordinarios
» Ejemplo Para un proceso AR(1)

Yt:¢yt—1+€t7 t:].,,N

|p| <1y Z; ~ RB(0,0?), los estimadores de minimos
cuadrados ordinarios de ¢ y o2 estan dados por

N

N R
> YeYia S(Ye—PYe1)?
t=2 2 t=2

N—1 s =
> Y?
=1

pS Y

N—-1

Cuya distribucién asintética estad dada por,

(6= 0) 2 Ny | 0,0 —
> v?

t=1



Estimacién Minimos Cuadrados Ordinarios

N N-—1
» Ejemplo Considere > Y;Y; 1 =1255.5, Y Y2 = 2570.99,
t=2 t=1
N R N
S (Y — PYe1) =2732.93 y N = 2000. Encuentre ¢ y S2.
t=2
Ademas, verifique si el parametro estimado es

significativamente distinta de cero.
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» Observaciones
» En la practica, 02(X " X)~! puede ser aproximado por
s2(XTX)~! luego para muestras grandes se tiene que ® es
aproximadamente Normal (®, s2(X7X)~1). Este resultado
permite realizar test t o test F sobre los coeficientes del
modelo.
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» QObservaciones

» En la practica, 02(X " X)~! puede ser aproximado por
s2(XTX)™! luego para muestras grandes se tiene que d es
aproximadamente Normal (®, s2(X7X)~1). Este resultado
permite realizar test t o test F sobre los coeficientes del
modelo.

> El estimador OLS en general no entrega coeficientes & tal que
Y;: sea causal. En particular, en un proceso AR(1), en
contraste con el estimador de Yule-Walker puede ocurrir que
|¢3| sea mayor que uno aunque el verdadero parametro sea
menor que uno. Sin embargo, el estimador de minimos
cuadrados es preferible en la practica para muestras pequeiias
ya que ofrece sesgos mas pequefios que los estimadores de
Yule- Walker, especialmente cuando las raices de ®(B) estan
cerca del circulo unitario.
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Estimacién Minimos Cuadrados Ordinarios

» Observaciones
» Para un proceso ARMA(p, q),
Yi=¢p1 Y1+ ...+ (bpyt,p + v¢, donde
Ve =€+ 01601 + ...+ 0get—q, €l modelo escrito en la forma
de regresion lineal queda Y = X® + v con Y, X,® definidos
igual que un modelo AR, pero,

V(v) # 0?1 = £,,(0)

Por lo tanto, el mejor estimador para ¢ estd dado por el
estimador de minimos cuadrados Generalizado (GLS),

&= (XT5,,(0)72X) " XT5,,(0) 1Y

donde ¥, (0) = o2 (XTZW(Q)_lX)_l. Note que & depende
de 0, luego para encontrar el GLS se requiere de métodos
numMeéricos.



Estimacién de Maxima Verosimilitud

» Suponga {Y:} ~ ARMA(p, q), entonces

Yt — ¢]_ Yt—l — ... ¢th—p — €¢ +916t_]_ + ...+ eqﬁt_q

definamos el vector Y = (Y1,...,Y,) € R". Llamaremos
A= (d1,.. s p,01,...,0q,0%) € RPTI x RT el vector de
parametros del modelo ARMA(p, q).



Estimacién de Maxima Verosimilitud

» Supongamos que las observaciones Y = (Yi,...,Y,) tienen
distribucién Gaussiana con la siguiente matriz de varianzas
covarianzas,

My = (v(i = ))ij=1 = (Cov(Yi, Y)))ijza
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Estimaciéon de Maxima Verosimilitud
» Supongamos que las observaciones Y = (Yi,...,Y,) tienen

distribucién Gaussiana con la siguiente matriz de varianzas
covarianzas,

M= (v —J) 7,]:1 = (Cov(Yi, Y'))?,j:l

» Como este proceso esta centrado en cero, entonces la funcién
de verosimilitud esta dada por

LX) = (27) "My "2 exp {—;Y’rglv}

» Luego la funcién de log-verosimilitud del proceso esta dada
por:

1 1
L(\) = —5/0g|r,\| - 5Y’rglv



Estimacién de Maxima Verosimilitud

» Teorema Suponga que {Y; € Z} es un proceso ARMA(p,q)
causal e invertible, es decir

Yt — (Z)]_ Yt—l — .. ¢pyt—p — €¢ + 0161_-_]_ + ...+ eqﬁt_q
con {e:} ~ RB(0,02) y si ®(.) y ©(.) no tienes raices en

coman, entonces sea 3 = (¢1,...,¢p,01,...,0q) el estimador
de maxima verosimilitud, entonces,

V(B = B) 2 N(0,V(B))



Estimacién de Maxima Verosimilitud

» donde la matriz de covarianza asintotica se calcula como sigue
a continuacién,

> [ B(UUY) E(UV)) 17

V(B)=o E(V,U}) E(V:V))

donde Ut = (Ut, ey Ut-‘rl—p)/r Vt = (Vta e Vt+1—q)/ Yy
{U:}, {V:} son procesos autorregresivos del tipo,

(1—¢1B— B> — ... — ¢pBP)Uy = a
1-60;B—6,B2—...—9,B)V, = a;
p

donde los {a:} i N(0,0?). Para el caso p = 0,
V(B) = o?[E(Ve V)] y para ¢ = 0 V(B) = o*[E(U: U;)]



Estimacién de Maxima Verosimilitud

» Ejemplo Sea Y; ~ MA(1), tal que Y; = €; — fer_1, con
|0 < 1. Encuentre la distribucién asintética del estimador
maximo verosimil de (6).
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